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INTRODUCCION fi(x) =P[X=x], x€R,

La presente es una breve resena en la que se consideran modelos de probabilidad con estructura de denotara la funcion de probabilidad de X. Y como consecuencia, no es dificil obtener cada uno de
urna. De hecho, para tales objetos se contemplan aqui varios escenarios con el proposito de describir y los resultados a continuacién.
clasificar determinados modelos de probabilidad discretos involucrados en dicho contexto, asi como
destacar y analizar algunos resultados relevantes correspondientes. Proposicién 1. (Sin reemplazo) Sic= -1y n<a+b, entonces la va. X tiene distribucién
hipergeométrica con parametros a+b, a y n; rango Ry ={x € Ny:m < x < M} donde
PRELIMINARES m = max{0;n — b}y M := min{a,n}; y ay i B
La implementacion de modelos probabilisticos basados en estructura de urna(s) han proporcionado Ii;-:jl Ii;-: —a'! . cp
una util herramienta matematica relativamente simple al analizar situaciones de incertidumbre que £ (x) = I:,:! ;|_ ,5.} | X

surgen de gran variedad de escenarios, tales como: epidemiologia, genética, economia, control de
calidad, estructuracion de datos, etc. Ademas, resulta imprescindible resaltar el gran énfasis que estas
estructuras han encontrado en fendmenos con naturaleza de ramificacién, como es en el caso
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especifico de la propagacion de enfermedades contagiosas, asi como en estructuras arborescentes en Proposicién 2. (Con reemplazo) Si ¢ = 0, entonces la v.a. X tiene distribucién binomial con
ciencias de la computacion. Cabe sefalar que, respecto a los multiples autores que a lo largo de la rango Ry = {0,1, ...n}; parametros ny p := a/(a + b); por lo cual

historia han contribuido con tales objetos se encuentra: George Polya, F. Eggenberger [ver 1)], B. (ﬂ.}FIU — )%  5ix € Ry
Friedman [ver 2)], R. Permantle [ver 8)], H. Mahmoud [ver 7)], K. Inoue y S. Aki [ver 4)], asi como S. Folx) = X |

Kotz y N.L Johnson [ver 3)], entre otros.

0 g otro caso

Notacion. Denotaremos por Z,N, y N, respectivamente, al conjunto de los nimeros: enteros, enteros
no negativos y naturales.

Elementos basicos. Usualmente para esta clase de modelos se requiere de tres componentes: i) un
numero fijo de urnas (recipientes), if) cada urna conteniendo (Y Y D > ( o alocl pln=xc]
una cantidad dada de esferas idénticas pero al menos en dos Je_o o o® « o e six ER
L. . - 02 Sl © x/ (a + b)lncl X
colores distintos, iii) una secuencia de reglas que especifican ~=> © fx(x) =4
U Uy u Un

14 u =/ =/ -1 3 /7
como proceder con la adicion (y/o remocion) de esferas en las diversas urnas, después de cada nueva

extraccion aleatoria en las diferentes etapas del experimento. tond \
onde

Proposicién 3. (Generalizacién) Sia,b,c € N, entonces la v.a. X tiene distribucién de Polya con
rango Ry = {0,1, ...n}; parametros a + b,a,n y ¢, y por consiguiente
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Modelo clasico. Se considera solo una urna, la cual contiene determinado numero de esferas en x—1 1 I
exactamente k colores distintos (k € N —{1}), y en cada etapa se extrae una esfera aleatorlz.imente, se el — 1_[ (a+jc); pln-xcl .— 1_[ b+jo) y (a+ p)nel 1_[ (@a+b + jc)
observa su color, y luego el contenido de la urna evoluciona de acuerdo a la regla: Si la esfera ) )

]: —_

. . . =0
seleccionada es de color i € {1,....k}, entonces se devuelve a la urna junto con a;; esferas de color / /

j €{1,....k}, con a;; € Z. En consecuencia, resulta comodo organizar tal informacién en lo que llama- Observaciones. Respecto a la Proposicion 3, nétese que:
remos matriz de reemplazo R (orden k X k), cuyos renglones o Las Proposiciones 1 y 2 son casos particulares, pues cuando ¢ = —1 se obtiene el modelo
indican el color de la esfera seleccionada, mientras que sus I( 11 212 X1k ﬁ'l hipergeomeétrico, mientras que, ¢ = 0 conduce al modelo binomial.
columnas representan el color de la(s) esfera(s) anadida(s) 021 022 LY o Ademas, para el caso especial en que a =b =c se obtiene que la va. X es tal que
inmediatamente después de cada extraccion. R= . . . . Ry = {x4, ..., x,,}, y tiene una distribucién uniforme discreta, es decir,
OBJETIVO. Observar la evolucion de la urna a lo largo de la 1\ ' ' ' ' / (1
secuencia particular generada por la regla de extracciones @kl Gk2 CCT Gkk = SLX € Ry
aleatorias sucesivas dada. fx(x) = "
DESCRIPCION | 0 enotrocaso
En cada contexto a continuacién, de acuerdo al modelo clasico, asumimos Gnicamente una urrlla coEte— UTIL HERRAMIENTA / EJEMPLOS ILUSTRATIVOS
niendo un total de a + b esferas, de las cuales a son azules, y blancas las b restantes, es decir, k = 2;
a.s.e. significara “antes de la siguiente etapa”. Sean € N — {1}, y considérese n extracciones aleatorias Intercambio de calor entre dos cuerpos aislados / Modelo de Erhenfest

Se considera solamente una urna conteniendo a + b esferas (a son negras, y blancas las b restantes;
a,b € N), de forma tal que en cada etapa las restricciones son: seleccionar una esfera aleato-
riamente, se observa su color, luego se regresa a la urna, pero ademas se afiade unicamente una
esfera del color complementario. (Este modelo debe su nombre a que el problema que le dio origen
fue planteado por el fisico austriaco Paul Erhenfest).

(a) Esquema 1. Realizar una secuencia de n extracciones aleatorias de acuerdo a la regla: En cada
etapa se extrae una esfera aleatoriamente de la urna, se observa su color, se regresa a la urna y, si es de
color azul se aniaden c esferas de su mismo color junto con d esferas del color complementario a.s.e.
(c,d € Z); mientras que, si es de color blanco se afaden g esferas de su mismo color junto con h

esferas del color complementario a.s.e. (g, h € 7).
Campana de seguridad

‘e Se trata de urna unica, la cual contiene una cantidad conocida de esferas en dos colores (blancas y
Ry 1= r h g I:' negras). Y bajo tal contexto lo que plantea el modelo es que, a raiz de que ocurre un accidente, es
N decir, la esfera extraida resulto ser negra, suele lanzarse una campana de prevencion de accidentes;
mientras que, de no ocurrir accidente alguno, entonces ese tipo de campanas caen en un periodo de
relajamiento, lo cual a su vez conduce eventualmente a un incremento en la probabilidad de que

A este esquema se le conoce como modelo de Polya, y en tal situacion, notese que la matriz de
reemplazo R,y esta dada por

(b) Esquema 2. En la secuencia de n extracciones aleatorias se pone de manifiesto la siguiente regla:
En cada etapa se extrae una esfera aleatoriamente de la urna, se observa su color, se regresa a la urna y
ademds, se anaden c esferas de su mismo color junto con d esferas del color complementario a.s.e.

(c,d € 7) ocurra lo contrario (un accidente).

De modo que, para este caso la matriz de reemplazo R,y queda como sigue COMENTARIO FINAL
-~ . | € ad En este documento se muestra brevemente la relacion que guarda el modelo clasico de estructura de
e 1 Bl N - _| ' urnas con cada uno de tres modelos de probabilidad discretos: hipergeomeétrico, binomial y

n

uniforme discreto, razén por la que coloquialmente se hace referencia a sus respectivas
distribuciones como distribuciones de Polya. Cabe mencionar que aqui se enfatiza el hecho de que
dicha relacion depende directamente de la variacion del parametro de remocion de esferas ¢ en el
modelo clasico. No obstante, analogamente resulta de interées analizar ademas la situacion en que se
considera mas de una urna en sus variantes de acuerdo a la regla de reemplazo preestablecida, asi
como también cuando esta se hace depender del tiempo o etapa de extraccion [ver por ejemplo: 3),
4), 8)], y en contextos de aplicacion diversa [ver por ejemplo 9)].

caso al que se le conoce como modelo de B. Friedman.

(c) Esquema 3. Supongamos ahora que en el modelo de B. Friedman se llevan a cabo n extracciones
aleatorias bajo las restricciones de la regla a continuacion: En cada etapa se extrae una esfera
aleatoriamente de la urna, se observa su color, se regresa a la urna y ademads, unicamente se anaden c
esferas de su mismo color a.s.e. (¢ € Z).

De tal escenario se deduce que la matriz de reemplazo R 3y obtenida toma la forma

|.. . EI i
) I - Y 4
g € il N S REFERENCIA BIBLIOGRAFICA
y en cuyo contexto se incluye un analisis con mayor detalle a continuacidn. 1)  Eggenberger,F., Polya,G. Calcul des probabilités sur Uinterprétation the certaines courbes de
— . frequence. ComptesRendus, Académie des Sciences, Paris; 187, 870-872. (1928)
ANALISIS ESPECIFICO / ESQU EMA 3 2) Friedman,B. A simple urn model. Commun.of Math.Statist.Probab.Lett.; 2, 59-70. (1928)

Aqui nos concentramos en un breve analisis del ultimo de los esquemas previos, lo cual es en funcion 3) Gouet,R. A martingale approach to strong convergence in a generalized Polya-Eggenberger urn model.
de la variacion del pardmetro c, especificamente cuando ¢ = —1, de donde se observa lo siguiente: Statist.Probab.Lett.; 8, 225-228. (1989)
. : » by e g : 4) Inoue,K.; Aki,S. . Polya urn models under a general replacement schemes. J.Japan Statistic.Soc.; 31:2,
i. Sic < 0, entonces “agregar c esferas” significa remover (retirar) c esferas. 193-205. (2001)
ii. El if = —1,dal 1 treo simple si lazo. ’
11 M.Caio eSPELIICO eg que_c 0 i)t'a ugalra 0 (2ue se. Corlloce cOmo mlue reo Simptle St reempiazo 5) Janardan,K.G.; Schaeffer,D.J. A generalization of Markov-Polya distribution its extentions and
¥11. ! ientras qule, cuando ¢ = 0 se obtiene el muestreo simple con reemplazo. applications. Biom.J.: 19, 87-106. (1977)
e ' EEiE A 6) Johnson,N.L.;Kotz,S. Urn Models and their Applications: an approach to Modern Discrete Probability

- Si ¢ < 0, entonces el proceso de extraccion se vera interrumpido en algin momento. Theory. Editorial Wiley; NewYork. (1977)

- En caso contrario, si ¢ = 0, entonces el proceso de extraccion continuara de forma indefinida. 7)  Mahmoud,H.M. Drawing multisets of balls from tenable balanced linear urns. Probab.Engrg.Inform.Sci.;

: . . . . 27:147-162. DOI: 10.1017/50269964812000381 (2013
Dado el espacio de probabilidad (£, &, P) correspondiente al experimento descrito en el Esquema 3, . . ‘ (’ ) .
sea la v. aleat. X:numero de esferas azules obtenidas en n extracciones aleatorias sucesivas, de 8) Permantie,R._A time.depenadent version of Polya s.urn.J Theoretic.Probab.;.3,.627.637..(1930)
modo que 9) Wei,L.J.; Durham, S. The randomized play the winner rule in medical trials. J.Amer.Statist.Soc.;
7/3:364, 840-843. (1978)



http://doi.org/10.1017/S0269964812000381

